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Résumé 


Ce texte est une présentation concise des codes de Reed-Muller généralisés 
affines GRM(q,m,r) et projectifs PRM (q,m,r). 


Soient m un entier naturel non nul, q une puissance d’un nombre premier, et F, le corps 
fini à g éléments. On note P = P(q,m) = F,[X1,.., Xm] l'algèbre des polynômes à m 
indéterminées à coefficients dans F,. On note aussi X = (X1,..., Xn) et P = F,[X]. Si 
a = (@1,.…., Am) € N°, on pose X®* = X/1,..,X%m. L'espace vectoriel des polynômes de 
de degré < r sera noté indifféremment P,, P (q,m,r) ou F,[X1,.., Xn],. On pose enfin 
Nils 


1 Polynômes et fonctions polynomiales 
Toute application f : F9 — F, est polynomiale. En effet, si a — (a1,.….,am) € F9’, le 
polynôme 


m 


ea(X) = [TG - (Xi - a) 


i=1 
vaut 1 si X — a, et 0 sinon. A partir de là, toute application f de F7 dans F, s'écrit 


f= Y F(a)ea 


acFr 


et le système (Ca)acry engendre l’espace vectoriel F des applications de F7 dans F4. 
; Fr? : à 
Comme ce système est libre, ce sera une base de F = F,*. L'application 
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CRE “a 
P — (xt P(x)) 


est un épimorphisme d’algèbres, et la donnée de c équivaut à celle de l’application 


P — F9 
P + (P(x0)),.P (x) 


LS mm F4 2 2 + 212 re 
où x) ,.…,x(9") représente une énumération de tous les éléments de F4 . Cette seconde 
écriture de c revient à remplacer la fonction c(P) par la q”'-liste de ses coordonnées dans 
la base (Ca)acrm- 


Définition 1 Le noyau T =Kerc de c s'appelle l'idéal des polynômes identiquement 
nuls On le notera T (q,m) si une confusion est à craindre. 


Théorème 1 L'idéal T = Kerc est engendré par les polynômes X? — X; (iE Nu). 


Preuve : Montrons seulement l'inclusion non triviale Kerc € TZ. On raisonne par 
récurrence sur m. Sim = let P(x) = 0 pour tout x € F,, par division euclidienne 
P(X) = Q(X)(X1 — X) + R(X) avec deg R(X) < q. Le polynôme À de degré < q 
s’annulera en q valeurs distinctes, donc sera nul. Si l'inclusion est vraie jusqu’au rang 
m— let si PE Kerc, par division euclidienne 


P (X1, ss) — Q (X1, SEX 3 (AA — À) + Hi (X1, Fe Ka) Le ns 
DD on 


Pour tout (t1,.….,%m-1) € F7° fixé, le polynôme en X,, de degré < q—1 
Ro-1 Ca; sus deg) Xe +... + Ro (ds sh53 ds) 


admet q racines. Il est donc nul et R; (x1,..., m1) = 0 pour tout 4. Cela étant vrai pour 
tout (21... %m1) € pee l'hypothèse récurrente appliquée aux polynômes À; montre 
que R; € T pour tout i. On déduit P ET. 


Définition 2 On appelle polynôme réduit tout polynôme de P de degré < q — 1 par 
rapport à chacune des variables, 1.e. dont les seuls monômes sont XŸ'X5?...X%m avec 
0 < a; < q—1 pour tout i. Notons R (ou R(q,m)) le sous-espace vectoriel de P formé 
par ces polynômes réduits. 


Théorème 2 On aP TOR. En particulier : 

J'PITSRESF, 

2) chaque classe de P/T contient un seul polynôme réduit, 

3) tout polynôme P s'écrit de façon unique sous la forme P = Q + P* où Q est identique- 
ment nul et P* est réduit. 


Preuve : 1) Montrons que P = T +R. Tout polynôme P de P est somme de monômes 
du type aX{X5°...X0» et il suffit de montrer que chacun de ces monômes se décompose 
dans 7 +R pour conclure. Montrons donc que tout monôme P = XŸ1TX5?7...X 0m s'écrit 
P =Q+P* avec Q ET et P* ER. Procédons par récurrence sur n = Sup (@1,..…., @m). Si 
n < q—1,le monôme P est déjà réduit et la décomposition est triviale. Si la décomposition 
existe pour tout monôme X/1X52...X%» tel que Sup (æ1,.…., am) < n avec n > qg— 1, 
montrons qu’elle existe pour les monômes X°1X5°?...X%r tels que Sup (1, .…., Gm) = n+1. 
Il existe j € N,, tel que à; = n +1 > q. Pour tout x; € F,, A = na = DS 
donc 


AN PNR RQ ne de ner (x) 
L'hypothèse récurrente montre que X°"* DR! TT. am € TR, de sorte que (+) entraîne 


PETER: 
2) Montrons que ZNR = {0} par récurrence sur le nombre de variables m. Sim = 1, un 


G' - 
polynôme P(X1) = Ya;X} de TNR sera nécessairement nul puisque de degré < qg—1 
j=0 
et admettant q racines. Au rang m, supposons que le polynôme P € F,[X1,.., Xm] 
appartienne à 7 NR. Ecrivons 


P(Xi,., Xm) = Ag-1 (Xi, ee, Xm1) XET + + A0 (1, Xm—1) 


où chacun des polynômes A0, …, Ag-1 € F4 [X1, .…, Xm-1] est réduit. 
Pour tout (t1,...,%m-1) € Fri fixé, le polynôme 


P Cr; .. SEE NP — AG Gr os) De EU né A0 (x1, st) 


en Xm est de degré < q—1 et admet q racines, c’est donc le polynôme nul. Par conséquent 
À; (&1,.., %m-1) = 0 pour tout j et pour tout x1,...,%m-1 dans F,, et l’on peut écrire 
À; € INR. L'hypothèse récurrente entraîne maintenant A; — 0 pour tout 7, soit P — 0. m 


Théorème 3 dimP, = Cm, 


Preuve : On dénombre les monômes du type XFXS 2... X0® où D, @ < r, ceux-ci 
formant une base de P,. 


1) Première solution : Combien y-a-t'il de m-listes (a1,.…,am) € N°? vérifiant 
l'équation @1 + …. + am = t ? À chaque m-listes solution on associe un tableau formé 
d’une ligne sur laquelle on place m — 1 cloisons délimitant m emplacements. On place «1 
boules dans le premier emplacement, a2 boules dans le second, etc jusqu’à épuisement des 
t boules. Il y a autant de solutions que de tableaux et autant de tableaux que de façons 
de choisir les places de m — 1 cloisons parmi m — 1 +t places possibles, soit CRE 4 Le 


nombre de solutions entières de a1 +. + am < r sera donc 3} 6 CM71,, = Cm... 


2) Deuxième solution : On cherche le cardinal A (m, r) (resp. B (m,r)) de l’ensemble 
des fonctions f : Nyn — {0,...,r} telles que 37,0n. f(x) < r (resp. Den, f(x) = r). 
On a 


A(fm—1l,r)=B(mr), 
d'où A(m,r) = A(m,r-—-1)+A(m—1,r). Il suffit alors de vérifier par récurrence que 


A(m,r) = Crir. mn 


m 


{ A(m,r)=A(mr-1)+B(m;r) 


2 Code de Reed-Muller affine GRM(q,m,r) 


Définition 3 Le code de Reed-Muller généralisé GRM (q,m,r) d'ordre r est l’image 
de l'application 


On note GRM(q,m,r) = Imc. 


La longueur du code GRM (q,m,r) est q”. 


eSir<gq,P, CR et l'application c est injective. Dans ce cas 


dim GRM(q,m,r) = dimP, = CF 


m+r* 

eSir > m(q—1), l’ensemble des polynômes réduits est inclus dans P, et l'application 
c est surjective. Ici GRM(q,m,r) = F4 n'offre plus d'intérêt. 

eSiq <r < m(q—-1), l'application c est ni injective, ni surjective. Notons R, 
l'espace vectoriel des polynômes réduits appartenant à P, = F,[X1,..., Xh],. On a l'égalité 
R; = PNR = R(P,) où R : P —R désigne la projection sur R parallèlement à 7. Dans 
ce cas la restriction 


CR, : Rr — F2 
Pr (P(a)lerr 


de c à R, est injective et son image est le code de Reed-Muller GRM (q,m,r). Un article 
paru vers 1969 nous donne la dimension de R, (que nous admettrons ici) : 


dim GRM (q,m,r) = dimR, = Ÿ (-1) Ci, Ci 


Mm-t-jg+m—1 
t=0 j=0 


On peut donc énoncer : 


Théorème 4 La dimension de GRM(q,m,r) est 


Ce siT <q, 
T mm . : : 
dim GRM(q,m,r) = 2 >, (—1) CAGE RE sig<r<m(g—1), 
= 3—= 
dr sim(q—-1)<r. 


Remarque : Calculons dim R, lorsque r = q. L'application 


Rp, : Pr — Rr 


est surjective et dimP, = C7,,,. Si (e1,….,e,) est une base de P,, tout revient à trouver 
le rang de R(e1),.…, R(es). Classons les éléments X1X5°...X%» où 37, æ& < r de la 
base de P. en 2 parties À et B. A est formé des monômes tels que tous les a; sont < q. 
Ces monômes resteront linéairement indépendants dans R,;. Dans B mettons tous les 
monômes dont l’un des a; vaut q. On obtient les monômes XŸ, X2,.., X% qui, une fois 
réduits, s’écrivent X1,X2,.., Xh et sont déjà comptés dans A. Finalement, le rang de 


R(e1), .…, Re) sera C,,, — mn 
Théorème 5 Sir < q la distance minimale du code GRM(q,m,r) est 
dist (GRM (q,m,r)) = (q—r)g""1. 
Preuve : Le nombre maximum de racines dans F7" d’un polynôme quelconque de degré 


r de Fy[X,., Xm] est rq"1 ([7] Th. 6.13 p. 275). m 


De façon plus générale : 


Théorème 6 {/3] Th. 5 p. 192} Si 0 < r < m(q—1), la distance minimale du code 
GRM (q,m,r) est d=(q—b)g"%Ll'oùr =(qg—-1)a+bet0<b<q—1. 


Corollaire 1 Si d désigne la distance minimale du code GRM(q,m,r), il existe au moins 
un polynôme réduit ayant q” — d racines dans F7. De plus, tout polynôme réduit de 
1 [X1,.…., Xm] possédant strictement plus de q"' — d racines dans F9 sera identiquement 
nul. 


Idée de prolongement : Recommencer cette construction avec les polynômes homogènes 
ou les polynômes de permutation. 


3 Code de Reed-Muller projectif PRM(q,m,r) 


3.1 Définition 
L'espace projectif P”?(F,) de dimension m sur F, est un ensemble fini de cardinal 


ges 1) 


Tm = 1l+q+e + qe + QU = 
q—l 

Soit H(q,m + 1,r) le sous-espace de P(q,m + 1,r) formé des polynômes homogènes de 

degré r. Chaque polynôme homogène f de H(q,m + 1,r) permet de définir la fonction 


Tr (P) : F7 (Fa) =? Fq 
(toire LOT Gomira re) 
en posant 
PPS mens ONE = oo, 3 M0", 0) 
Tr(x) 


Dans cette écriture, (xo : &1 : .… : Tm) désigne la (m + 1)-liste des coordonnées homogènes 
d’un point de P» (F4), et l’on a posé k(x) = Max{j/x; ZÆ O0}. On définit ainsi une 
application linéaire 


de noyau KerT, = TZ, où TZ, = H(q,m + 1,r) NT désigne le sous-espace vectoriel des 
polynômes identiquement nuls et homogènes de degré r. 


Définition 4 Le code de Reed-Muller projectif PRM (q,m,r) est par définition l’image 
de l’application T,. On note PRM(q,m,r) = ImT,. 


La longueur du code PRM (q, m,r) est tn, et il suffit de choisir une énumération de pi" Fa) 
pour obtenir les mots de code dans F9”. 
3.2 Dimension de PRM(q,m,r) 
On sait que dim(H(q,m+1,r)) = C,:, et 
dim(PRM(q,m,r)) = dim(H{(q,m +1,r)) — dimKer7,. () 


La dimension de 7, = Ker 7; nous est donnée par les deux Théorèmes suivants : 


Théorème 7 {/8] Th. 2.1) L'espace vectoriel T, des polynômes homogènes de degré r dans 
P(q,;m+1,r) et identiquement nuls est décrit par les polynômes f tels que 


Fo, Xi, Xm)= (XX; — XX )Qi5(Xo, X1:° ++ , Xm) 


O<i<j<m 


avec O5 € H(gm+lr-g=1l'sir>atl,.etQ:;=0'sir <q Autrement déT, 
coïncide avec la r-ième composante homogène JT, de l'idéal JT de P(q,m + 1,r) engendré 
par les polynômes X1X; — XiX*, où0<i,j <m. 


Théorème 8 (/8] Th. 5.2) La dimension de la composante homogène JT. de degré r de 
l’idéal homogène TJ engendré par les polynômes XiX — XIX,; est 


m+1 j—2 
dim Te — ÿ (—1)/C?, ÿ (CARPE Et 
j=2 a=0 
La formule (f) devient : 
Théorème 9 
m+1l — j—2 
dim PRM (q,m, 7) = Cr — D (1) On D C(att)g-1)-jatm 
j=2 a=0 


L'article de Sorensen [9] propose une autre formule combinatoire : 


Théorème 10 


m+l 
dimPRM(gmr)=  ÿ D ELOmMOR re 
t=d mod q—1 j=0 


O<t<d 


où le coefficient binômial C}" est nul sit — jq < 0. 


jg+m 
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